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시작하기에 앞서...

여기 앞에 서 있는 사람은 뭐 하는 사람일까요?
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시작하기에 앞서...

이런걸 합니다.
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시작하기에 앞서...

solved.ac의 난이도 시스템: 브론즈, 실버, 골드, 플래티넘, 다이아, 루비

이 중 가장 어려운 티어인 루비 → ’이 알고리즘’만 배우면 루비 10문제를 풀 수 있다!
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What is matroid?

Matroid: Matrix에서 파생된 단어로, 벡터공간에서의 일차 독립을 일반화시킨 수학적인
구조

그래프 이론, 선형대수학, 조합론, 체론 등의 다양한 분야에서 응용

허준이 교수의 연구 분야 중에서도 매트로이드에 관한 연구 존재

매트로이드 구조 만족 → 그리디 알고리즘 성립

매트로이드 교차: 해결이 어려워 보이는 문제를 다항 시간 안에 해결이 가능하도록 하는
강력한 도구
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매트로이드의 정의

아래와 같은 조건을 만족하는 구조를 매트로이드로 정의한다.

Definition (매트로이드의 정의)

유한집합 S, 부분집합족 I ⊆ 2S에 대하여

1 (I1) ∅ ∈ I
2 (I2) Y ⊆ X ∈ I ⇒ Y ∈ I
3 (I3) X ,Y ∈ I, |X | < |Y | ⇒ ∃y ∈ Y \ X : X ∪ {y} ∈ I
위의 세 조건을 만족하는M(S , I)을 매트로이드라 한다. 이때 S를 Background Set, I의
원소인 집합을 Independent Set이라 한다.

다소 뜬금없어 보이는 위의 정의가 나오게 된 맥락은 무엇일까?
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매트로이드의 직관

S의 모든 부분집합은 Independent 하거나, Dependent 한 것으로 나뉘는데, 그중
Independent 한 것의 모임이 matroid이다.

즉, I를 집합족 대신 S의 어떤 부분집합이 Independent한지를 판단하는 ”기준”으로
생각할 수 있다.

또, 아까의 definition에서 [I1], [I2]만 만족하여도 Independence System이라고 한다.

즉, [I3]이 매트로이드의 핵심인 공리라고 볼 수 있다.

(recall) 매트로이드의 정의

(I3) X ,Y ∈ I, |X | < |Y | ⇒ ∃y ∈ Y \ X : X ∪ {y} ∈ I
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매트로이드의 예시

대표적인 두 가지의 예시를 통해 매트로이드의 개념을 이해해 보자.

1. Linear Matroid
(선형대수학에서의 ’선형 독립’)

2. Graphic Matroid
(그래프 이론에서의 ’acyclic’)

위의 두 가지 예시는 매트로이드에서 사용되는 용어와도 관계가 있는, 가장 직접적인 예시이다.
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예시 1: Linear Matroid

Background Set (S): 어떤 벡터 공간 V의 유한한 벡터의 집합. S = {v1, v2, . . . , vn}
Independent Sets (I): S의 부분집합 중 선형 독립(linearly independent)인 것들의
모임.

check

(I1) 공집합 ∅은 선형 독립이다. (O)

(I2) 선형 독립인 집합의 부분집합은 항상 선형 독립이다. (O)

(I3) X ,Y가 선형 독립이고 |X | < |Y |이면, Y가 생성하는 공간의 차원이 X가 생성하는
공간의 차원보다 크다. 따라서 Y의 원소 중 X가 생성하는 공간에 포함되지 않는 벡터 y
가 존재하며, X ∪ {y}는 선형 독립이다. (O)

선형대수학에서 다루는 ’선형 독립’의 개념이 매트로이드에서 그대로 적용되는 것을 알 수
있다.
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예시 2: Graphic Matroid

Background Set (S): 어떤 그래프 G = (V ,E )의 간선(edge) 집합 E .

Independent Sets (I): E의 부분집합 중 사이클을 형성하지 않는(acyclic) 것들의 모임.
(즉, Forest를 이루는 간선 집합)

공리 확인

(I1) 공집합 ∅은 사이클이 없다. (O)

(I2) 사이클이 없는 간선 집합의 부분집합 또한 사이클이 없다. (O)

(I3) ...?

지금까지의 예시와는 달리, Graphic matroid에서 (I3)의 확인은 그다지 자명하지는 않다.
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Graphic matroid에서 (I3)의 증명

Proof.

(I3) 증명: X ,Y가 사이클 없는 간선 집합(forest)이고 |X | < |Y |라고 하자. X는 kX = |V | − |X |
개의 컴포넌트를, Y는 kY = |V | − |Y |개의 컴포넌트를 가진다. |X | < |Y |이므로 kX > kY이다.
즉, Y는 X보다 컴포넌트 수가 적다. 따라서 Y에는 X에서는 다른 컴포넌트에 속한 두 정점을
연결하는 간선 y가 반드시 존재한다. 이 간선 y를 X에 추가해도 사이클이 생기지 않는다.
∴ X ∪ {y} ∈ I
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Graphic Matroid 시각화
(I3) 공리를 그림으로 시각화해보자. |X | = 2, |Y | = 3

Independent Set X

1 2

3 4

e1

e2

X = {e1, e2}
Independent Set Y

1 2

3 4

e1

e3

e2

Y = {e1, e2, e3}

Y \ X = {e3}이다. X에 e3를 추가하면...

1 2

3 4

e1

e2

e3

X ∪ {e3}은 여전히 사이클이 없다.
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Basis

매트로이드의 구조를 더 깊이 이해하기 위해서 몇 가지 용어들을 도입할 것이다.

Definition (Basis의 정의)

Independent set I의 원소 중, 크기가 최대인 집합을 Basis라고 한다.

즉, B ∈ I가 Basis라는 것은, B에 어떤 원소 e ∈ S \B를 추가하더라도 B ∪ {e}는 더 이상
Independent하지 않다는 의미이다. (Maximally Independent)

눈치가 빠른 사람들이라면, 이 정의에서부터 Basis의 성질도 유추할 수 있을 것이다.
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Basis의 성질

Theorem

매트로이드M(S , I)의 모든 Basis의 크기는 같다.

Proof.

귀류법으로 증명 가능하다. 크기가 다른 두 Basis B1,B2가 존재하고, |B1| < |B2|라고
가정하자. 매트로이드의 (I3) 공리에 의해, B1에 추가하여 여전히 Independent하게 만들 수
있는 원소 y ∈ B2 \ B1가 존재한다. 즉, B1 ∪ {y} ∈ I이다. 이는 B1이 Maximally Independent
라는 가정에 모순된다. 따라서 모든 Basis의 크기는 같다.
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Basis의 예시

Linear Matroid:
▶ Basis는 벡터 집합 S가 생성하는 벡터 공간(span)의 기저(basis)이다.
▶ 이는 선형대수학에서 벡터공간의 차원이 정의되는 이유와도 근본적으로 같다.

Graphic Matroid:
▶ Basis는 그래프의 최대 신장 숲(Spanning Forest)이다.
▶ 만약 그래프가 연결되어 있다면(connected), Basis는 신장 트리(Spanning Tree)가 된다.
▶ 연결 그래프의 모든 신장 트리는 항상 |V | − 1개의 간선을 갖고 있음은 자명하고, 이 또한
매트로이드의 성질에 해당한다.
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Basis의 다른 정의

사실 매트로이드는 Independent Set이 아닌 Basis나 Circuit을 통해 정의할 수도 있다. Basis를
이용한 정의는 다음과 같다.

Definition (Basis Axioms)

유한집합 S, 공집합이 아닌 부분집합족 B ⊆ 2S가 아래 두 조건을 만족하면, B는 어떤
매트로이드의 Basis 집합이 된다.

1 (B1) B ̸= ∅
2 (B2) B1,B2 ∈ B이고 x ∈ B1 \ B2이면, y ∈ B2 \ B1가 존재하여 (B1 \ {x}) ∪ {y} ∈ B를
만족한다. (Basis Exchange Property)

(B2) 교환 공리는 한 Basis에서 원소 하나를 빼면, 다른 Basis의 적절한 원소 하나를 가져와
새로운 Basis를 만들 수 있다는 의미이다. 이는 선형대수학의 기저(Basis) 교환 정리와
동일하다.
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Circuit의 도입

Basis를 이해했으니, 이제 Circuit을 알아보자.

질문

어떤 Basis B가 있고, 여기에 속하지 않는 원소 e ∈ S \B가 있다고 하자. B ∪ {e}는 Maximally
Independent였던 B의 성질에 의해 무조건 Dependent Set이 될 것이다.

그렇다면, B ∪ {e}는 어떤 구조를 가질까?

Theorem (Fundamental Circuit)

Basis B와 e ∈ S \ B에 대해, B ∪ {e}는 단 하나의 유일한 Circuit을 포함한다. 이를 e의 B에
대한 fundamental circuit이라 부르고 C (e,B)로 표기한다.

Graphic Matroid 예시: 스패닝 트리(Basis)에 간선 하나를 추가하면 정확히 하나의 사이클
(Circuit)이 생기는 것과 같다.
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주요 개념: Circuit

Definition (Circuit의 정의)

Dependent set 중, 크기가 최소인 집합을 Circuit이라고 한다.

즉, C ⊆ S가 Circuit이라는 것은, C는 Dependent하지만, C에서 어떤 원소를 하나라도
제거하면 그 즉시 Independent해진다는 의미이다. (Minimally Dependent)

예시

Linear Matroid: Circuit은 최소 선형 종속 집합이다. 벡터들이 선형 종속이지만,
하나라도 빼면 선형 독립이 되는 상태이다.

Graphic Matroid: Circuit은 그래프의 단순 사이클(Simple Cycle) 그 자체이다.
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Circuit Axioms

역시, Circuit으로도 매트로이드를 정의할 수 있다.

Definition (Circuit Axioms)

유한집합 S, 부분집합족 C ⊆ 2S가 아래 세 조건을 만족하면, C는 어떤 매트로이드의 Circuit
집합이 된다.

1 (C1) ∅ /∈ C
2 (C2) C1,C2 ∈ C이고 C1 ⊆ C2이면, C1 = C2이다. (서로를 포함하지 않음)

3 (C3) C1,C2 ∈ C이고 C1 ̸= C2, e ∈ C1 ∩ C2이면, C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {e}를 만족하는 C3 ∈ C
가 존재한다. (Circuit Elimination)

(C3)이 조금 복잡해 보일 수 있다. 두 개의 다른 사이클이 한 점(원소)에서 만날 때, 그 점을
제외한 나머지 부분에 또 다른 사이클이 있다는 의미로 해석할 수 있다.
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주요 개념: Rank

마지막 핵심 개념은 Rank(계수) 함수이다.

Definition (Rank의 정의)

집합 A ⊆ S에 대하여, A의 부분집합 중 가장 큰 Independent set의 크기를 A의 Rank라 하고,
r(A)로 표기한다.

r(A) = max{|X | : X ⊆ A,X ∈ I}

Rank 함수는 주어진 집합이 ’얼마나 독립적인지’를 측정하는 척도라고 볼 수 있다.

매트로이드 전체의 랭크 r(S)는 Basis의 크기와 같다.

r(A) = |A| 라면, A는 그 자체로 Independent Set이라는 뜻이다.
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Rank 함수의 성질

Rank 함수는 다음과 같은 중요한 성질들을 만족한다.

1 0 ≤ r(A) ≤ |A|
2 (Monotonicity) A ⊆ B =⇒ r(A) ≤ r(B)

3 (Submodularity) r(A ∪ B) + r(A ∩ B) ≤ r(A) + r(B)

Submodularity(준모듈성)

세 번째 성질인 Submodularity가 Rank 함수의 핵심이다. 두 집합의 랭크 합이, 각 집합의 랭크
합보다 작거나 같다는 의미이다. 이는 ’Diminishing returns’(수확 체감)의 개념과 비슷하다. 즉,
이미 독립적인 원소들을 많이 가진 집합에 새로운 원소를 추가해도 랭크가 잘 증가하지

않는다는 것이다.

이 Rank 함수로도 매트로이드를 정의할 수 있다. 결국 Independent set, Basis, Circuit, Rank는
모두 매트로이드라는 큰 그림의 다른 표현일 뿐이다.
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Greedy Algotihm for Matroid

지금까지 매트로이드의 정의와 개념에 대해서 다뤄보았다.

그렇다면, 실제로 매트로이드가 알고리즘 문제 해결 분야(PS)에서 어떻게 활용될 수
있을까?

다음 문제를 생각해 보자.

최대 가중치 기저 문제

만약 S의 각 원소 e에 가중치(weight) w(e)가 부여되어 있다면, 어떻게 해야 가중치의 합이
최대(또는 최소)가 되는 Basis를 찾을 수 있을까?

예시: 그래프의 간선에 가중치가 있을 때, 가중치 합이 최소가 되는 스패닝 트리를 찾는 문제.
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Greedy Algotihm for Matroid

가장 쉽게 생각할 수 있는 방법은 탐욕 알고리즘(greedy algorithm)이다.

1 매 순간, 지금 당장 가장 좋아 보이는 선택을 한다.

2 이전의 선택은 번복하지 않으며, 앞으로의 선택에 대해서도 고려하지 않는다.

가중치 합이 최대인 Basis를 찾는 Greedy 전략

1 S의 모든 원소를 가중치가 큰 순서대로 정렬한다.

2 처음에는 빈 집합 A = ∅에서 시작한다.

3 정렬된 순서대로 원소 e를 하나씩 확인하면서, A ∪ {e}가 여전히 Independent하다면, e를
A에 추가한다.

4 모든 원소를 다 확인할 때까지 반복한다.

이 단순한 방법이 항상 최적의 해를 찾아줄까? 일반적으로는 그렇지 않지만...
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매트로이드와 탐욕 알고리즘

놀랍게도, 문제 상황이 매트로이드 구조를 만족한다면 앞선 그리디 전략은 항상 최적해를 찾을
수 있음이 보장된다.

Theorem (Rado-Edmonds Theorem)

어떤 Independence System (S , I)에 대해, (S , I)가 매트로이드라면 위에서 설명한 탐욕

알고리즘이 임의의 가중치 함수에 대해 항상 최적의 해(가중치 합이 최대인 Basis)를 찾는다.
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탐욕적 전략의 유효성

왜 매트로이드에서는 그리디한 전략이 유효할까?

Greedy로 찾은 해를 A = {a1, . . . , ar}, 최적 해를 B = {b1, . . . , br}라고 하자.
(w(a1) ≥ · · · ≥ w(ar ), w(b1) ≥ · · · ≥ w(br ))

만약 A ̸= B라면, A와 B가 달라지는 첫 번째 원소가 존재한다. 즉, 어떤 k에 대해 ai = bi
(i < k), ak ̸= bk .

Greedy의 선택 방식에 의해, 알고리즘은 bk보다 ak를 먼저 고려했거나, bk와 가중치가
같았을 것이므로 w(ak) ≥ w(bk)이다.

(I3) 교환 공리 이용: X = {a1, . . . , ak−1}는 Independent. Y = {b1, . . . , bk}도
Independent. |X | < |Y | 이므로, X에 추가해도 Independent를 유지하는 bj ∈ Y \ X가
존재한다.

Exchange Argument → 귀납적으로 증명
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최소 신장 트리(MST) 문제

앞선 논의를 바탕으로, 그래프의 최소 신장 트리를 구하는 알고리즘을 제시할 수 있다.

문제: 그래프 G = (V ,E )와 간선별 가중치 w(e)가 주어졌을 때, 간선 가중치의 합이
최소인 Spanning Tree를 찾아라.

이 문제는 Graphic Matroid 위에서의 최적화 문제이다.

가중치 최소화는 -(가중치)의 최대화와 같으므로, 아래의 알고리즘을 적용할 수 있다.

MST를 위한 Greedy 알고리즘 (Kruskal’s Algorithm)

1 모든 간선을 가중치가 작은 순서대로 정렬한다.

2 빈 집합 A = ∅에서 시작한다.

3 정렬된 간선 e를 순서대로 확인하며, A ∪ {e}가 사이클을 만들지 않으면 A에 추가한다.

4 간선을 |V | − 1개 선택할 때까지 반복한다.

우리는 방금 MST를 구하는 크루스칼 알고리즘을 재창조했다!
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결론 및 요약

매트로이드는 선형 독립, 그래프의 acyclic 등 ’독립’의 개념을 추상화한 수학적 구조이다.

Independent Set, Basis, Circuit, Rank 등 다양한 방식으로 정의될 수 있지만, 본질은 같다.

이러한 논의를 가능하게 하는 핵심은 (I3) 교환 공리로, 작은 independent set은 항상 더
큰 independent set의 원소를 가져와 크기를 키울 수 있다.

요약하면, 매트로이드는 탐욕 알고리즘(Greedy Algorithm)의 정당성을 보장하는
구조라는 것이다.

어떤 문제가 매트로이드 구조임을 보일 수만 있다면, 그리디한 접근법으로 최적해를 찾을
수 있다.
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매트로이드 교차 (Matroid Intersection)

새로운 문제

만약 우리가 두 가지 종류의 독립 조건을 동시에 만족하는 가장 큰 집합을 찾고 싶다면 어떻게
해야 할까?

Definition (매트로이드 교차 문제)

동일한 Background Set S를 갖는 두 매트로이드M1 = (S , I1)와M2 = (S , I2)가 주어졌을
때,

I ∈ I1 ∩ I2 = {A ⊆ S | A ∈ I1 and A ∈ I2}

를 만족하면서 크기 |I |가 최대인 집합 I는 무엇인가?

이때 I1 ∩ I2의 원소를 공통 독립 집합(Common Independent Set)이라 하며, 위의 문제는
공통 독립 집합의 원소 중 크기가 최대인 원소를 찾는 문제라 할 수 있다.
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매트로이드 교차 문제의 어려움

혹시M12 = (S , I1 ∩ I2)가 매트로이드는 아닐까?

안타깝게도, 두 매트로이드의 교차는 일반적으로 매트로이드가 아니다.

반례: Graphic Matroid의 교차

그래프 G1

a

b c

d

e1

e2

e3

e4

M1 = M(G1)
그래프 G2

a

b c

d

e1

e2
e4

e3

M2 = M(G2)

September 27, 2025 29 / 48



,

예시 1: 이분 매칭 (Bipartite Matching)

매트로이드 교차의 가장 대표적인 예시이이다.

u1

u2

v1

v2

e1

e2
e3

문제: 이분 그래프에서 크기가 가장 큰 매칭(matching)을 찾아라.

어떤 간선 집합이 매칭이 되려면, 모든 정점의 차수(degree)가 1 이하여야 한다.
▶ 조건 1: 왼쪽 정점들의 차수가 1 이하.
▶ 조건 2: 오른쪽 정점들의 차수가 1 이하.

이 두 조건을 각각 매트로이드로 모델링할 수 있다.
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매트로이드를 통한 이분 매칭의 표현

S : 그래프의 간선(edge) 집합 E .

매트로이드 M1: 왼쪽 정점 U에 대한 제약
▶ I1 = {A ⊆ E | ∀u ∈ U, degA(u) ≤ 1}
▶ 어떤 간선 집합이 왼쪽 정점을 두 번 이상 사용하지만 않으면 independent

매트로이드 M2: 오른쪽 정점 V에 대한 제약
▶ I2 = {A ⊆ E | ∀v ∈ V , degA(v) ≤ 1}
▶ 어떤 간선 집합이 오른쪽 정점을 두 번 이상 사용하지만 않으면 independent

즉, 최대 이분 매칭 문제는 M1과 M2의 매트로이드 교차 문제로 이해할 수 있다.
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알고리즘의 아이디어: 증가 경로

매트로이드 교차 문제의 대표적인 예시로 최대 이분 매칭 문제를 알아보았다.

혹시, 일반적인 매트로이드 교차 문제에서 이분 매칭 알고리즘처럼 증가 경로
(Augmenting Path)를 찾는 아이디어를 사용해 볼 수 있지 않을까?

이분 매칭으로부터 추론한 매트로이드 교차 문제 해결 알고리즘

1 빈 공통 독립 집합 I = ∅에서 시작한다.

2 현재 I의 크기를 1만큼 늘릴 수 있는 ’증가 경로’ P를 찾는다.

3 만약 경로 P를 찾았다면, I를 I∆P로 갱신하고 2번으로 돌아간다.

4 더 이상 증가 경로가 없다면, 현재 I가 최대 크기의 공통 독립 집합이다.

아직 위의 알고리즘의 정당성을 증명하지는 않았지만, 일단 믿음을 가져보자.
그런데, 매트로이드 교차 문제에서의 ’증가 경로’는 무엇일까?
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교환 그래프 (Exchange Graph)

증가 경로를 찾기 위해, 현재 공통 독립 집합 I에 대한 교환 그래프 D(I )를 정의한다.

Definition (교환 그래프 D(I ))

정점(Vertex): Background set S의 모든 원소.

간선(Arc): x , y ∈ S에 대하여,
1 x ∈ S \ I , y ∈ I 이고 (I \ {y}) ∪ {x} ∈ I1 이면, (x , y) 간선을 추가한다.

(M1에서 y를 빼고 x를 넣어도 독립이 유지되는가?)
2 x ∈ I , y ∈ S \ I 이고 (I \ {x}) ∪ {y} ∈ I2 이면, (x , y) 간선을 추가한다.

(M2에서 x를 빼고 y를 넣어도 독립이 유지되는가?)

y ∈ I x /∈ I
I \ {y} ∪ {x} ∈ I1

I \ {y} ∪ {x} ∈ I2
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증가 경로의 정의
교환 그래프를 만들었으니, 이제 증가 경로를 정의할 수 있다.

Definition (증가 경로 (Augmenting Path))

현재 공통 독립 집합 I에 대하여,

U1 = {x ∈ S \ I | I ∪ {x} ∈ I1}
U2 = {y ∈ S \ I | I ∪ {y} ∈ I2}

라 하자. (U1,U2는 I에 그냥 추가해도 각각M1,M2에서 독립성을 유지하는 원소들)
교환 그래프 D(I )에서 U1에 속한 정점에서 시작하여 U2에 속한 정점에서 끝나는 최단 경로를

증가 경로라고 한다.

x0 x1 x2 x3 xk

∈ I ∈ I

U1 ⊆ S \ I U2 ⊆ S \ I

∈ S \ I

증가 경로 P: x0 → x1 → x2 → · · · → xk
September 27, 2025 34 / 48



,

매트로이드 교차의 핵심 보조정리

Theorem

공통 독립 집합 I는 최대 크기 ⇐⇒ 교환 그래프 D(I )에 증가 경로가 존재하지 않는다.

이 정리에서 (⇒) 방향, 즉 ”I가 최대 크기이면, 증가 경로가 없다”의 대우 명제를 증명해보자.

매트로이드 교차의 핵심 보조정리

”교환 그래프 D(I )에 증가 경로 P가 존재한다면, I는 최대 크기가 아니다.”

결국, 증가 경로 P를 찾으면, 현재 I보다 더 큰 공통 독립 집합 I ′을 만들 수 있다는 것을
보이면 충분하다.
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매트로이드 교차의 핵심 보조정리

대칭차 (Symmetric Difference)

증가 경로 P가 존재할 때, 새로운 집합 I ′을 다음과 같이 구성하자.

I ′ = I∆V (P) = (I \ V (P)) ∪ (V (P) \ I )

크기가 1만큼 증가하는 이유

증가 경로 P = (x0, x1, . . . , xk)는 x0 ∈ U1, xk ∈ U2에서 시작하고 끝난다.

즉, 경로의 시작과 끝 원소 x0, xk는 I에 속하지 않는다.

경로는 I 밖의 원소와 안의 원소를 번갈아 지난다: x2i /∈ I , x2i+1 ∈ I .

그렇기 때문에 경로에 있는 원소들 중 I에 속하지 않는 것이 I에 속하는 것보다 항상 1개
더 많다.

즉, |I ′| = |I | − |I ∩ V (P)|+ |V (P) \ I | = |I |+ 1 이 성립한다.
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증명 개요: I ′ ∈ I1

P = (x0, x1, . . . , xk)를 증가 경로라 하자.

x0 ∈ U1, xk ∈ U2

x2i ∈ S \ I , x2i+1 ∈ I

I ′ = (I \ {x1, x3, . . . }) ∪ {x0, x2, . . . }
1 먼저, I ∪ {x0} ∈ I1 이다. (x0 ∈ U1의 정의)

2 교환 그래프의 간선 (x2, x1)의 정의에 의해, (I \ {x1}) ∪ {x2} ∈ I1 이다.

3 매트로이드 (I3) 공리를 여러 번 적용하면, I ∪ {x0}에서 x1을 빼고 x2를 더한 집합, 즉
(I \ {x1}) ∪ {x0, x2}도 I1에 속함을 보일 수 있다.

4 이 과정을 경로의 끝까지 반복하면, 결국 I ′ ∈ I1임을 증명할 수 있다.

(상세 증명은 복잡하여 생략하지만, (I3) 공리를 연쇄적으로 적용하는 방식으로 이해해할 수
있다.)
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증명 개요: I ′ ∈ I2

이번에는 경로의 끝에서부터 시작하자. P = (x0, x1, . . . , xk)

1 먼저, I ∪ {xk} ∈ I2 이다. (xk ∈ U2의 정의)

2 교환 그래프의 간선 (xk−1, xk)의 정의에 의해, (I \ {xk−1}) ∪ {xk} ∈ I2 이다.

3 (I3) 공리를 비슷하게 연쇄적으로 적용하면, I ∪ {xk}에서 xk−1을 빼고 xk−2를 더하는

식으로 거꾸로 진행할 수 있다.

4 최종적으로 I ′ = (I \ {x1, x3, . . . }) ∪ {x0, x2, . . . }가 I2에 속함을 증명할 수 있다.

결론

증가 경로 P가 존재하면, I ′ = I∆V (P)는 크기가 1 더 큰 새로운 공통 독립 집합이다.

September 27, 2025 38 / 48



,

매트로이드 교차 알고리즘

이제 전체 알고리즘을 아래와 같이 정리할 수 있다.

Edmonds’ Matroid Intersection Algorithm

1 I ← ∅.
2 Loop:

1 현재 I에 대한 교환 그래프 D(I )를 구성한다.
2 집합 U1 = {x /∈ I | I ∪ {x} ∈ I1}과 U2 = {y /∈ I | I ∪ {y} ∈ I2}를 찾는다.
3 BFS(너비 우선 탐색)를 사용하여 D(I )에서 U1의 정점에서 U2의 정점으로 가는 최단 경로 P
를 찾는다.

4 만약 경로 P가 존재하지 않으면, 현재 I를 최적해로 반환하고 종료한다.
5 경로 P가 존재하면, I ← I∆V (P)로 갱신하고 루프의 처음으로 돌아간다.

이 알고리즘은 다항 시간 안에 최대 공통 독립 집합을 찾아준다.
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예제: 이분 매칭 다시 보기 (1/5)

알고리즘을 직접 따라가 보자.

그래프

u1

u2

v1

v2

e1

e2

e3

초기 상태

I0 = ∅
S \ I0 = {e1, e2, e3}
M1(U-side): I0 ∪ {e}는 모든 e ∈ S \ I0에
대해 독립. =⇒ U1 = {e1, e2, e3}.
M2(V-side): I0 ∪ {e}는 모든 e ∈ S \ I0에
대해 독립. =⇒ U2 = {e1, e2, e3}.

증가 경로: U1에서 U2로 가는 경로는 자기 자신으로 가는 경로. e.g., P0 = (e1).

업데이트: I1 = I0∆{e1} = {e1}.
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예제: 이분 매칭 다시 보기 (2/5)

현재 매칭 I1 = {e1}

u1

u2

v1

v2

e1

e2

e3

상태

S \ I1 = {e2, e3}
U1: I1 ∪ {e2}는 u1에서 충돌. I1 ∪ {e3}는
독립. =⇒ U1 = {e3}.
U2: I1 ∪ {e2}는 독립. I1 ∪ {e3}는 v1에서
충돌. =⇒ U2 = {e2}.

교환 그래프 D(I1)에서 U1 = {e3} 에서 U2 = {e2} 로 가는 경로를 찾아야 한다.
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예제: 이분 매칭 다시 보기 (3/5)

교환 그래프 D(I1) 구성

정점: {e1, e2, e3}
간선 (Type 1: x /∈ I , y ∈ I forM1)

▶ x = e2, y = e1: I1 \ {e1} ∪ {e2} = {e2}.M1에서 독립 =⇒ (e2, e1) 간선 존재.
▶ x = e3, y = e1: I1 \ {e1} ∪ {e3} = {e3}.M1에서 독립 =⇒ (e3, e1) 간선 존재.

간선 (Type 2: x ∈ I , y /∈ I forM2)
▶ x = e1, y = e2: I1 \ {e1} ∪ {e2} = {e2}.M2에서 독립 =⇒ (e1, e2) 간선 존재.
▶ x = e1, y = e3: I1 \ {e1} ∪ {e3} = {e3}.M2에서 독립 =⇒ (e1, e3) 간선 존재.

e3

∈ U1

e1 e2

∈ U2
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예제: 이분 매칭 다시 보기 (4/5)

e3

∈ U1

e1 e2

∈ U2

P

증가 경로: U1 = {e3} 에서 U2 = {e2} 로 가는 최단 경로 P1 = (e3, e1, e2).

업데이트: I2 = I1∆V (P1) = {e1}∆{e3, e1, e2} = ({e1} \ {e1}) ∪ ({e2, e3} \ ∅) = {e2, e3}.

새로운 매칭 I2 = {e2, e3}

u1

u2

v1

v2

e1

e2e3
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예제: 이분 매칭 다시 보기 (5/5)

현재 매칭 I2 = {e2, e3}
S \ I2 = {e1}
U1: I2 ∪ {e1}은 u1에서 충돌. =⇒ U1 = ∅.
U2: I2 ∪ {e1}은 v1에서 충돌. =⇒ U2 = ∅.

U1이 공집합이므로, 더 이상 증가 경로는 존재하지 않는다.

결론

알고리즘이 종료되고, 최대 매칭은 I2 = {e2, e3}이며 크기는 2이다.
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매트로이드 교차의 쌍대성 정리

Theorem (Edmonds’ Matroid Intersection Theorem)

두 매트로이드M1 = (S , I1),M2 = (S , I2)에 대하여, 최대 공통 독립 집합의 크기는 다음과
같다.

max
I∈I1∩I2

|I | = min
U⊆S

(r1(U) + r2(S \ U))

여기서 r1, r2는 각각M1,M2의 랭크 함수이다.

이 정리는 네트워크 flow의 Max-flow Min-cut 정리, 이분 매칭의 Konig의 정리와 같은
맥락에 있다.

이는 매트로이드 교차 알고리즘의 정당성을 증명해 준다.

위의 정리에 대한 구체적인 증명은, MIT 18.455 강의의 lecture note를 참고하라.
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결론: 매트로이드 교차

매트로이드 교차는 두 개의 독립성 조건을 동시에 만족하는 가장 큰 집합을 찾는
문제이다.

이분 매칭, 유향 그래프의 Arborescence 등 수많은 문제가 매트로이드 교차로 모델링될 수
있다.

적절한 모델링을 통해 일반적으로는 다항 시간 안에 해결하기 어려울 것 같은 문제를

다항 시간에 해결할 수 있다.
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